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ANALISIS AKIBAT INTEGRAL CAUCHY 




Analisis kompleks salah satu cabang matematika yang berperan penting di bidang matematika terapan, 
teknik, fisika dan bidang lainnya. Integral Cauchy merupakan bagian di analisis kompleks yang 
membantu dalam menyelesaikan rumitnya perhitungan integral. Integral Cauchy merupakan suatu 
metode yang hanya sebatas integral terhadap lintasan tertutup. Pada penelitian ini mengkaji tentang 
eksistensi Integral Cauchy dan memaparkan teorema-teorema akibat integral Cauchy. Teorema-teorema 
akibat integral Cauchy yang dipaparkan adalah teorema Morera, teorema ketaksamaan Cauchy, teorema 
Liouville, teorema dasar aljabar, teorema Nilai rata-rata Gauss, teorema modulus maksimum, teorema 
modulus minimum, dan teorema rumus integral Poisson untuk suatu lingkaran. 
 
Kata Kunci: Integral Lintasan Tertutup, Integral Cauchy. 
 
PENDAHULUAN 
Analisis kompleks merupakan salah satu bagian dari ilmu matematika di bidang analisis yang 
mempelajari tentang konsep-konsep dan sifat-sifat dasar bilangan kompleks, topologi bilangan 
kompleks, limit dan kekontinuan fungsi variabel kompleks, fungsi analitik, pengintegralan kompleks 
dan lain-lain. Fungsi variabel kompleks dapat ditulis ݂ = ݑ +  ݅ݒ, dengan ݑ dan ݒ merupakan fungsi 
bernilai real dengan domain yang sama dengan domain fungsi ݂.  
Integral Cauchy merupakan salah satu bagian dari analisis kompleks yang membahas tentang 
integral pada lintasan tertutup. Integral Cauchy pertama kali dikenalkan oleh Augustin Louis Cauchy 
ilmuan matematika berkebangsaan Perancis pada tahun 1822. Augustin Louis Cauchy 
memperkenalkan intergral Cauchy dikarenakan rumitnya menyelesaikan perhitungan integral. Rumus 
integral Cauchy dari fungsi ݂ yang analitik pada kurva tertutup ܥ dan suatu titik ܽ didalam ܥ, yaitu 
݂(ܽ) = 12ߨ݅ ර ݂(ݖ)ݖ − ܽ ݀ݖ ஼ . 
Rumus integral Cauchy merupakan dasar munculnya beberapa teorema, yaitu Teorema Morera, 
Ketaksamaan Cauchy, Teorema Liouville, Teorema Dasar Aljabar, Teorema Nilai Rata-rata Gauss, 
Teorema Modulus Maksimum, Teorema Modulus Minimum, Teorema Argumen, Teorema Rouche, 
Rumus Integral Poisson untuk Lingkaran dan Separuh Bidang. Oleh karena itu penelitian ini  mengkaji 
tentang eksistensi integral Cauchy dan memaparkan keterkaitannya integral Cauchy dengan akibat dari 
integral Cauchy.  
 
INTEGRAL CAUCHY 
Integral Cauchy merupakan rumus yang digunakan untuk memberikan nilai integral dari suatu 
fungsi analitik yang berada pada domain fungsi tersebut. 
Teorema 1 (Integral Cauchy) [1] Jika ݂(ݖ) analitik di kurva tertutup ܥ dan ܽ suatu titik didalam ܥ, 
di mana arah kurva tertutup sederhana ܥ bergerak berlawanan arah jarum jam maka, 
݂(ܽ) = 12ߨ݅ර ݂(ݖ)ݖ − ܽ ݀ݖ ஼                                                                 (1) 
Bukti: 
Diambil sebarang lingkaran ܥଵ berjari-jari ߝ serta berpusat di ܽ yang berada di dalam kurva tertutup ܥ 
dan fungsi ௙(௭)
௭ି௔
 analitik di kurva tertutup ܥ sedemikan sehingga didapat
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= ݅ න ݂൫ܽ + ߝ݁௜ఏ൯ଶగ
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= 2ߨ݂݅(ܽ)                
݂(ܽ) = 12ߨ݅ ර ݂(ݖ)ݖ − ܽ ݀ݖ ஼                                                                      ∎ 
Dengan menggunakan induksi matematika, bentuk umum untuk formula turunan ke-݊ dari ݂(ݖ) di 
ݖ = ܽ dapat ditulis sebagai:  
݂(௡)(ܽ) = ݊!2ߨ݅ර ݂(ݖ)(ݖ − ܽ)௡ାଵ ݀ݖ          ݊ = 1,2,3, … ஼                         (3) 
AKIBAT INTEGRAL CAUCHY 
Berikut ini adalah beberapa teorema-teorema yang merupakan akibat integral Cauchy 
tersebut 
Lemma 1 [1] Jika ݂(ݖ) analitik dalam daerah terhubung sederhana ܦ, maka ∫ ݂(ݖ)௕௔ ݀ݖ tidak 
bergantung pada lintasan dalam ܦ yang menghubungkan titik ܽ dan ܾ dalam ܦ. 
Lemma 2 [1] Jika ݂(ݖ) analitik dalam daerah terhubung ܦ dan misalkan ܽ dan ݖ titik di dalam ܦ, 
maka ܨ(ݖ) = ∫ ݂(ݑ)௭௔ ݀ݑ analitik dalam ܦ dan ܨᇱ(ݖ) = ݂(ݖ).  
Suatu teorema memiliki syarat-syarat agar suatu teorema dapat berlaku. Dari teorema integral 
Cauchy akan dicari syarat perlu dari konvers teorema integral Cauchy sehingga muncul teorema 
Morera berikut. 
Teorema 2 (Morera) [1] Jika ݂(ݖ) kontinu dalam suatu daerah terhubung ܦ dan  ∮ ݂(ݖ)݀ݖ = 0 ௖  
untuk setiap kurva tertutup sederhana ܥ dalam ℛ, maka ݂(ݖ) analitik dalam ܦ. 
Bukti: 
Jika ∮ ݂(ݖ)݀ݖ = 0 ஼  untuk setiap kurva tutup sederhana ܥ, maka ܨ(ݖ) = ∫ ݂(ݖ)݀ݖ௭௔  tidak bergantung 
pada lintasan yang menghubungkan ܽ dan ݖ sepanjang lintasan di dalam ܦ. Hal ini mengakibatkan 
ܨ(ݖ) analitik dalam ܦ dan ܨᇱ(ݖ) = ݂(ݖ). Karena ܨ(ݖ) analitik mengakibatkan ܨᇱ(ݖ) juga analitik, 
dengan kata lain didapat bahwa ݂(ݖ) analitik dalam ܦ. 
Suatu fungsi yang terbatas pada interval tertentu maka turunannya akan terbatas juga. 
Teorema 3 (Ketaksamaan Cauchy) [1] Jika ݂(ݖ) analitik di dalam dan pada suatu lingkaran ܥ yang 
berjari-jari ݎ dan berpusat di ݖ = ܽ dan dipilih konstanta ܯ yang merupakan batas dari |݂(ݖ)| pada 
ܥ sehingga |݂(ݖ)| < ܯ pada ܥ maka, 
ห݂(௡)(ܽ)ห  ≤  ܯ.݊!
ݎ௡
          ݊ = 0,1,2, … 
Bukti: 
Dengan menggunakan rumus turunan Integral Cauchy dapat ditulis sebagai berikut,
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݂(௡)(ܽ) = ݊!2ߨ݅ර ݂(ݖ)(ݖ − ܽ)௡ାଵ ݀ݖ          ݊ = 1,2,3, … ஼  
Karena lingkaran ܥ yang berjari-jari ݎ dan berpusat di ݖ = ܽ dapat ditulis juga dengan |ݖ − ܽ| = ݎ dan 
panjang lintasan ܥ adalah 2ߨݎ maka: 
ห݂(௡)(ܽ)ห = ቤ ݊!2ߨ݅ර ݂(ݖ)(ݖ − ܽ)௡ାଵ ݀ݖ ஼ ቤ                                                                                                ≤ ฬ݊!2ߨฬර ቤ ݂(ݖ)(ݖ − ܽ)௡ାଵቤ ݀ݖ ஼                (dengan ketaksamaan segitiga)     ห݂(௡)(ܽ)ห ≤ ܯ.݊!
ݎ௡
                                                                                                           ∎ 
Suatu tipe fungsi yang memenuhi syarat fungsi tersebut harus analitik dan terbatas. 
Teorema 4 (Liouville) [2] Misalkan ݂(ݖ) analitik, untuk setiap ݖ dalam bidang kompleks ݂(ݖ) dan 
݂(ݖ) terbatas, yaitu |݂(ݖ)| < ܯ untuk suatu konstanta ܯ. Maka ݂(ݖ) merupakan suatu konstanta.   
Bukti: 
Dengan menggunakan Teorema Ketaksamaan Cauchy yaitu ห݂(௡)(ܽ)ห ≤ ெ.௡!
௥೙
 untuk ݊ = 1 diperoleh, |݂ᇱ(ܽ)| ≤ ܯ
ݎ
 








 |݂ᇱ(ݖ)| ≤ 0  ݂ᇱ(ݖ) = 0 
Dengan mengintegralkan ke dua ruas didapat 
න݂ᇱ(ݖ) ݀ݖ = න0݀ݖ  ݂(ݖ) = ܿ                                                                                    ∎  
Suatu fungsi memiliki banyaknya penyelesaian sesuai dengan pangkat tertinggi dari fungsi tersebut. 
Teorema 5 (Dasar Aljabar) [3] Setiap persamaan suku banyak ܲ(ݖ) = ܽ଴ + ܽଵݖ + ܽଶݖଶ + ⋯+
ܽ௡ݖ௡ berderajat ݊ ≥ 1 dan ܽ௡ ≠ 0 memiliki paling sedikit satu akar. Ini mengakibatkan bahwa 
ܲ(ݖ) = 0 memiliki ݊ akar. 
Bukti: 
ܲ(ݖ) merupakan fungsi polinomial akibatnya ܲ(ݖ) mempunyai turunan diseluruh ݖ. Karena ܲ(ݖ) 
mempunyai turunan diseluruh titik ݖ di peroleh ܲ(ݖ) merupakan fungsi analitik. 
Andaikan ܲ(ݖ) tidak memiliki akar, maka ݂(ݖ) = ଵ
௉(௭) 









ܲ(ݖ) = (ܽ௡ +ݓ)ݖ௡  
Dimisalkan terdapat suatu ܴ merupakan nilai positif yang sangat besar. Dengan memutlakkan ݓ dan 






ቚ                                    |ݓ| ≤ ቚܽ଴
ݖ௡
ቚ + ቚ ܽଵ
ݖ௡ିଵ
ቚ + ⋯+ ቚܽ௡ିଵ
ݖ
ቚ , untuk |ݖ| > ܴ 




 sehingga untuk setiap |ݖ| > ܴ berlaku, 
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|ݓ| ≤ ݊|ܽ௡||ݖ| < ݊|ܽ௡|2݊ < |ܽ௡|2 , untuk |ݖ| > ܴ 
Akibatnya diperoleh, |ܽ௡ + ݓ| ≥ ห|ܽ௡| − |ݓ|ห > |ܽ௡|2 , untuk |ݖ| > ܴ 
Dari ketaksamaan tersebut dapat dituliskan dengan, 
௡ܲ(ݖ) = |ܽ௡ +ݓ||ݖ|௡ > |ܽ௡|2 |ݖ|௡ >  |ܽ௡|2 ܴ௡ , untuk |ݖ| > ܴ |݂(ݖ)| = 1|ܲ(ݖ)| < 2|ܽ௡|ܴ௡ , untuk |ݖ| > ܴ 
Jadi ݂(ݖ) merupakan fungsi terbatas. 
Karena ܲ(ݖ) tidak memiliki akar persamaan akibatnya ܲ(ݖ) ≠ 0. Karena ܲ(ݖ) ≠ 0 didapat bahwa 
݂(ݖ) = ଵ
௉(௭) selalu memiliki turunan disemua nilai ݖ. Karena ݂(ݖ) memiliki turunan disemua nilai ݖ 
diperoleh bahwa ݂(ݖ) analitik. 
Dengan menggunakan Teorema Liouville berakibat bahwa ݂(ݖ) dan ܲ(ݖ) merupakan konstanta, dan 
dengan kata lain ini terjadi kontradiksi dengan ܲ(ݖ) merupakan suku banyak.                                     ∎ 
Suatu nilai-nilai dari suatu fungsi yang terbatas akan memiliki nilai rata-ratanya.                                                                         
Teorema 6 (Nilai Rata-Rata Gauss) [1] Jika ݂(ݖ) analitik di lingkaran ܥ dengan pusat ܽ dan 
berjari-jari ݎ, maka ݂(ܽ) adalah nilai rata-rata dari ݂(ݖ) pada ܥ, yaitu 
݂(ܽ) = 12ߨන ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯݀ߠଶగ଴  
Bukti: 
Dengan rumus pada integral Cauchy yaitu: 
݂(ܽ) = 12ߨ݅ ර ݂(ݖ)ݖ − ܽ ݀ݖ ஼  
Diketahui lingkaran ܥ berjari-jari ݎ maka diperoleh persamaan ܥ adalah |ݖ − ܽ| = ݎ dengan kata lain 
ݖ = ܽ + ݎ݁௜ఏ . Dengan menurunkan kedua ruas maka diperoleh ݀ݖ = ݎ݅݁௜ఏ݀ߠ. 
Karena ݂(ݖ) analitik di lingkaran C dengan pusat ܽ dan berjari-jari ݎ, maka dengan menerapkan 
persamaan integral Cauchy diperoleh 
݂(ܽ) = 12ߨ݅ න ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯ܽ + ݎ݁௜ఏ − ܽଶగ଴ ݎ݅݁௜ఏ݀ߠ                                                                     = 12ߨන ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯݀ߠ ଶగ଴                                                                   ∎ 
Suatu fungsi yang terbatas pada interval, akan memiliki nilai maksimum pada interval tersebut. 
Teorema 7 (Modulus Maksimum) [1] Jika ݂(ݖ) analitik di dalam dan pada suatu kurva tertutup 
sederhana ܥ dan ݂(ݖ) bukan merupakan konstanta, maka nilai maksimum dari |݂(ݖ)|terletak pada ܥ. 
Bukti: 
Karena ݂(ݖ) analitik di dalam dan pada suatu kurva tertutup sederhana ܥ dan ݂(ݖ) bukan merupakan 
konstanta, maka dapat menggunakan Teorema Nilai Rata-Rata Gauss yaitu: 
݂(ܽ) = 12ߨන ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯݀ߠଶగ଴  
Dengan memutlakkan kedua ruas diperoleh, |݂(ܽ)| = ቤ 12ߨන ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯݀ߠଶగ଴ ቤ |݂(ܽ)| ≤ 12ߨන ห݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯ห݀ߠଶగ଴  
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Andaikan |݂(ܽ)| adalah suatu nilai maksimum dari |݂(ݖ)| maka ห݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯ห ≤ |݂(ܽ)| untuk setiap 
ߠ. Akibatnya ห݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯ห < |݂(ܽ)| untuk suatu ߠ. Tetapi dengan nilai rata-rata ݂(ݖ) bahwa 
ห݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯ห lebih besar daripada |݂(ݖ)| untuk |ݖ − ܽ| < ߜ sehingga terjadi kontradiksi. Dengan 
demikian haruslah ݂(ݖ)  konstanta. ∎ 
Suatu fungsi yang terbatas pada interval, akan memiliki nilai minimum pada interval tersebut. 
Teorema 8 (Modulus Minimum) [1] Jika ݂(ݖ) analitik di dalam dan pada suatu kurva tertutup 
sederhana ܥ dan ݂(ݖ) ≠ 0 di dalam ܥ maka |݂(ݖ)| mencapai nilai minimum pada ܥ. 
Bukti: 
Karena ݂(ݖ) analitik di dalam dan pada ܥ dan juga ݂ ≠ 0 di dalam ܥ, maka mengakibatkan 1/݂(ݖ) 
analitik di dalam ܥ. Dengan Teorema Modulus Maksimum, 1/݂(ݖ) tidak akan mencapai nilai 
maksimum di dalam ܥ dan akibatnya |݂(ݖ)| tidak mencapai nilai minimumnya di dalam ܥ. Kemudian 
karena |݂(ݖ)| memiliki suatu minimum maka nilai minimum tersebut harus tercapai pada ܥ.              ∎ 
Suatu nilai fungsi harmonik di dalam suatu lingkaran sebagai suku-suku nilai fungsi tersebut pada 
batasnya. 
Teorema 9 (Rumus Integral Poisson Untuk Suatu Lingkaran) [1] Misalkan ݂(ݖ) analitik di dalam 
dan pada lingkaran ܥ yang di definisikan oleh |ݖ| = ܴ. Jika ݖ = ݎ݁௜ఏ  suatu titik di dalam ܥ, maka 
݂൫ݎ݁௜ఏ൯ = 12ߨන (ܴଶ − ݎଶ)݂൫ܴ݁௜థ൯ܴଶ − 2ܴݎ cos(ߠ − ߶) + ݎଶ ݀߶ଶగ଴  
Jika ݑ(ݎ,ߠ) dan ݒ(ݎ,ߠ) adalah bagian real dan peta dari ݂൫ݎ݁௜ఏ൯ sedangkan ݑ(ܴ,߶) dan ݒ(ܴ,߶) 
adalah bagian real dan peta dari ݂൫ܴ݁௜థ൯, maka 
ݑ(ݎ,ߠ) = 12ߨන (ܴଶ − ݎଶ)ݑ(ܴ,߶)ܴଶ − 2ܴݎ cos(ߠ −߶) + ݎଶ ݀߶ଶగ଴ dan ݒ(ݎ, ߠ)  = 12ߨන (ܴଶ − ݎଶ)ݒ(ܴ,߶)ܴଶ − 2ܴݎ cos(ߠ −߶) + ݎଶ ݀߶ଶగ଴  
Bukti: 
Karena ݖ adalah suatu titik di dalam ܥ, maka menurut rumus integral Cauchy diperoleh 
݂(ݖ) = 12ߨ݅ර ݂(ݓ)ݓ − ݖ݀ݓ ஼                                                               (4) 
Invers titik ݖ terhadap ܥ terletak diluar ܥ dan di berikan oleh ܴଶ ݖ̅⁄ .dengan menggunakan Teorema 
Cauchy diperoleh 0 = 12ߨ݅ ර ݂(ݓ)ݓ − ܴଶ ݖ̅⁄ ݀ݓ ஼                                                       (5) 
Dengan mengeliminasikan Persamaan (4) dan (5)  diperoleh 
݂(ݖ) = 12ߨ݅ ර ൬ 1ݓ − ݖ − 1ݓ − ܴଶ ݖ̅⁄ ൰݂(ݓ)݀ݓ ஼  
Misalkan ݖ = ݎ݁௜ఏ maka ݖ̅ = ݎ݁ି௜ఏdan ݓ = ܴ݁௜థ . Dengan menurunkan ݓ didapat ݀ݓ = ܴ݅݁௜థ݀߶ 
maka diperoleh 
݂൫ݎ݁௜ఏ൯ = 12ߨ݅න ൬ 1ܴ݁௜థ − ݎ݁௜ఏ − 1ܴ݁௜థ − ܴଶ ݎ݁ି௜ఏ⁄ ൰ ݂൫ܴ݁௜థ൯ܴ݅݁௜థ݀߶ଶగ଴  = 12ߨ݅න ൫ݎ݁௜ఏ − (ܴଶ ݎ⁄ )݁௜ఏ൯݂൫ܴ݁௜థ൯ܴ݅݁௜థ݀߶(ܴ݁௜థ − ݎ݁௜ఏ)(ܴ݁௜థ − (ܴଶ ݎ⁄ )݁௜ఏ)ଶగ଴                  = 12ߨ݅න (ݎଶ −ܴଶ)݁௜ఏ݂൫ܴ݁௜థ൯݅݁௜థ݀߶(ܴ݁௜థ − ݎ݁௜ఏ)(ݎ݁௜థ − ܴ݁௜ఏ)ଶగ଴                                            = 12ߨන (ݎଶ −ܴଶ)݂൫ܴ݁௜థ൯݀߶(ܴ݁௜థ − ݎ݁௜ఏ)(ݎ݁ି௜ఏ − ܴ݁ି௜ம)ଶగ଴                                              = 12ߨන (ܴଶ − ݎଶ)݂൫ܴ݁௜థ൯݀߶ܴଶ − 2ܴݎ(cos(߶ − ߠ)) + ݎଶଶగ଴                                     
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Karena ݂൫ݎ݁௜ఏ൯ = ݑ(ݎ,ߠ) + ݅ݒ(ݎ,ߠ) dan ݂൫ܴ݁௜థ൯ = ݑ(ܴ,߶) + ݅ݒ(ܴ,߶) maka didapat 
ݑ(ݎ,ߠ) + ݅ݒ(ݎ,ߠ) = 12ߨන (ܴଶ − ݎଶ)ݑ(ܴ,߶)݀߶ܴଶ − 2ܴݎ(cos(߶ − ߠ)) + ݎଶଶగ଴ + ݅2ߨන (ܴଶ − ݎଶ)ݒ(ܴ,߶)݀߶ܴଶ − 2ܴݎ(cos(߶ − ߠ)) + ݎଶଶగ଴  ∎ 
 
PENUTUP 












௙(௭)(௭ି௔)೙శభ ݀ݖ  ஼ untuk 
݊ = 1,2,3, …, yang di mana arah kurva tertutup sederhana ܥ bergerak berlawanan arah jarum jam. 
Akibat dari rumus integral Cauchy sebagai berikut: 
a. Jika ݂(ݖ) kontinu dalam daerah terhubung ℛ dan ∮ ݂(ݖ)݀ݖ = 0 ௖ , untuk setiap kurva tertutup 
sederhana ܥ dalam ℛ, maka ݂(ݖ) analitik dalam ℛ. 
b. Jika ݂(ݖ) analitik di lingkaran ܥ yang berjari-jari ݎ dan berpusat di ݖ = ܽ maka ห݂(௡)(ܽ)ห  ≤  ெ.௡!
௥೙
 
untuk ݊ = 0,1,2, …, di mana ܯ suatu konstanta sehingga |݂(ݖ)| < ܯ pada ܥ, yaitu ܯ suatu batas 
dari |݂(ݖ)| pada ܥ. 
c. Misalkan ݂(ݖ) analitik untuk setiap ݖ dalam bidang kompleks ݂(ݖ) dan terbatas, yaitu |݂(ݖ)| < ܯ 
untuk suatu konstanta M. Maka ݂(ݖ) merupakan suatu konstanta.   
d. Setiap persamaan suku banyak ܲ(ݖ) = ܽ଴ + ܽଵݖ + ܽଶݖଶ +⋯+ ܽ௡ݖ௡ berderajat ݊ ≥ 1 dan 
ܽ௡ ≠ 0 memiliki paling sedikit satu akar. Ini mengakibatkan bahwa ܲ(ݖ) = 0 memiliki ݊ akar.  
e. Jika ݂(ݖ) analitik di lingkaran ܥ dengan pusat a dan berjari-jari ݎ, maka ݂(ܽ) adalah nilai rata-rata 
dari ݂(ݖ) pada ܥ, yaitu ݂(ܽ) = ଵ
ଶగ
∫ ݂൫ܽ + ݎ݁௜ఏ൯݀ߠଶగ଴ . 
f. Jika ݂(ݖ) analitik di suatu kurva tertutup sederhana ܥ dan bukan merupakan konstanta, maka nilai 
maksimum dari |݂(ݖ)| terletak pada ܥ.  
g. Jika ݂(ݖ) analitik di suatu kurva tertutup sederhana ܥ dan ݂(ݖ) ≠ 0 di dalam ܥ maka |݂(ݖ)| 
mencapai nilai minimum pada ܥ.  
h. Misalkan ݂(ݖ) analitik di lingkaran ܥ yang di definisikan oleh |ݖ| = ܴ. Jika ݖ = ݎ݁௜ఏ  suatu titik di 




ோమିଶோ௥ cos(ఏିథ)ା௥మ ݀߶ଶగ଴ . jika ݑ(ݎ,ߠ) dan ݒ(ݎ,ߠ) adalah bagian 
real dan peta dari ݂൫ݎ݁௜ఏ൯ sedangkan ݑ(ܴ,߶) dan ݒ(ܴ,߶) adalah bagian real dan peta dari 
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